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Abstract

El papel de las operaciones de Frobenius en el andlisis de espacios
finitos, asi como la geometria algebraica extendida sobre aillos,
dependen en parte de variedades (inclusiones birkhoffianas de
categorias algebraicas) que tienen tanto correflexiones como reflexiones
y cuya categoria dual de espacios afines es extensiva. Incluso dentro
de la categoria de esos aillos en los que 1 +1 = 1, no solo las reticulas
distributivas sino también las &lgebras funcionales de geometria
tropical (donde x +1 = 1) y los aillos de dimensién de categorias
prextensivas separables (donde x +x? = x?) gozan de dichos aspectos.
(Platica impartida en CT08, Calais.)

Geometria algebraica, geometria analitica, geometria lisa, y también
la topologia simplicial, gozan todas de la cohesion axiomatica descrita
en mi articulo reciente [4]. La teoria de cohesion apunta a asistir en el
desarrollo de esos temas al revelar maneras caracteristicas en las que sus
categorias difieren de otras. (Tales consideraciones seran importantes para
llevar a cabo el programa de 1973 de Grothendieck [2] para simplificar los
fundamentos de la geometria algebraica.)

Una teoria axiomdtica a menudo captura més ejemplos de los que se
tenia originalmente en mente. En el caso presente, no solo la generalizacién
lisa (geometria diferencial sintética, (GDS)) sino también algunos semi-
combinatorios son de interés. Algunos de estos pueden ser aproximados
via sitios de definicion que pueden ser manejados de maneras muy
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cercanamente andlogas a las construcciones de geometria algebraica de
Grothendieck. Incluso propiedades ultra-bésicas de categorias cohesivas,
tales como extensividad, pueden no ser ciertas en el sitio mismo; un
paso modesto hacia el tratamiento de ese problema es el reconocimiento
de algunas categorias algebraicas como variedades niicleo de otras. Pero
recuerdo primero otro aspecto sobresaliente de muchos topos cohesivos
que, aunque descubierta a través de su relevancia para ecuaciones
diferenciales, apunta sin embargo hacia el poder de espacios de morfismos
en la construccién de objetos combinatorios a partir de ingredientes simples.

1 El principio de Euler

Enfocarse en el papel de los espacios de morfismos para generar espacios
revela un aspecto distinto de la geometria algebraica sobre K-aillos (un
aspecto compartido por la geometria lisa en donde la categoria de dlgebras
consiste de anillos C®) que llamo principio de Euler. El utilizé el hecho de
que las macro-cantidades son representables como cocientes de
infinitesimales. Podemos objetivar esto explotando el hecho de que la
categoria de espacios tiene exponenciacién. Considerando la teoria de
K-aillos, sean

D = especK]¢] e2=0

R = especK[t]

donde K[¢] es el médulo finitamente generado K X K con la multiplicacién
de Leibniz y donde K[t] es el aillo monoide sobre {t"}. Entonces los
morfismos que preservan puntos D — D son en efecto cocientes, y R, el
espacio de estos, es un retracto.
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Observamos que esto es cierto no solamente para K = los nimeros
reales, sino también, por ejemplo, para K = 2; incluso en ambientes
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combinatorios los infinitesimales D tienen un papel definido, siendo los
haces tangentes (espacios de morfismos especiales) de espacios afines
todavia afines. El topos clasificante para K-aillos tiene como sitio al
espectro de K-aillos finitamente presentados, y es cohesivo relativo al topos
de aquellos objetos S para los cuales SP = S. El principio de Euler puede
ser utilizado para recuperar las dlgebras finitamente presentadas a partir de
las infinitesimales de manera precisa, y es entonces mucho mads fuerte que
el Nullstellensatz de Birkhoff que solo los representa salvo monomorfismo.

Para un ejemplo combinatorio cercanamente analogo, denotemos por
D a una grafica adecuada con solo un vértice en un topos adecuado de
graficas. El auto-exponencial de D contiene a la flecha genérica, la cual es
un generador para el topos completo.

2 Extensividad y la topologia cubierta ajena

Una categoria pequefia C con coproductos es extensiva [1] si y solo si la
categoria de pregavillas que preservan productos es un topos G(C). Si
C es la opuesta de la categoria de algebras finitamente presentadas para
una teoria algebraica, podemos referirnos en breve a toda la categoria
de algebras como co-extensiva; en caso de que C tenga limites finitos
decimos que C es lextensiva y observamos que tales categorias satisfacen
la distributividad de productos sobre coproductos. El topos G(C) es el
topos clasificante para cierto fortalecimiento de la teoria ecuacional. Para
comprender qué clase de fortalecimeinto, consideramos algunos ejemplos.

3 Aillos y generalizaciones

La categoria de aillos es co-extensiva; esto se ve de manera concreta via
particiones de la unidad mediante idempotentes ajenos: si (s;)ic; €s una
familia finita de elementos de un aillo para la cual s;s; = O parai # jy
2.si = 1, entonces el aillo es de manera tinica un producto cartesiano de
aillos mas pequefios tales que s; se vuelve 1 en el i-ésimo factor. Entonces un



posible fortalecimiento de la teoria ecuacional de aillos requiera conexidad
en el sentido de que todas tales particiones sean triviales, a pesar de que el
aillo mismo sea no-trivial.

Existen muchas generalizaciones concretas. Como C/X es extensiva
siempre que C lo sea, es claro que la categoria de K-aillos es co-extensiva.
Pero existen otros ejemplos de algebra co-extensiva, inspirados en el caso
de aillos, que no son de la forma simple “todos los L-aillos” para cualquier
L. Los ejemplos obvios incluyen G-acciones sobre K-aillos donde G es
cualquier grupo dado (o monoide o algebra Lie). Sin embargo, existen
subejemplos de estos, no tan obvios, que llamaré variedades niicleo.

4 Geometria algebraica en la que 1+1=1

Geometria algebraica sobre aillos (no solo en los casos tradicionales K = Z
o K = un campo) es una ayuda sugerida para entender no solo K = N
sino también K = 2 (en donde 1 + 1 = 1). Schanuel ha demostrado que
los objetos simples en la categoria de aillos son los campos en el sentido
usual, ademas de solo el ejemplo 2 mismo. Observamos que el ejemplo
que proyecto a la teoria de anillos no era un anillo sino un 2-aillo, a saber,
el sistema de ideales de un anillo. La clasificaciéon de Schanuel [5] de los
espacios en ciertas categorias lextensivas requirié un par de invariantes:
una “caracteristica de Euler” en el anillo Z ® B y también una “dimensién”
enel 2-aillo 2® B derivado del aillo B de clases de isomorfismos de espacios.
Como
dim(X + Y) = max(dim X, dim Y)

la suma es idempotente en el aillo dimensién, pero la multiplicacién no lo
es. (En casos simples los niimeros de dimensién usuales pueden ser leidos
de manera logaritmica.) Al nivel de 4lgebra abstracta, un aillo monoide
sobre 2

2[M]

simplement consiste de todos los subconjuntos finitos del monoide, con
el producto usual conjuntista y con unién como suma. En caso que M
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sea un monoide conmutativo libre, este aillo monoide 2[M] es el aillo de
polinomios correspondiente sobre 2; cualquier 2-aillo finito es un cociente
de 2[M] para algtin monoide finito M.

5 Lainexactitud de los esquemas afines

La geometria algebraica construye categorias X de espacios a partir de
categorias A de édlgebras de tal manera que todo espacio tiene un dlgebra
de funciones y toda algebra tiene un espacio espectral, una adjuncién
contravariante; la experiencia muestra que no es una dualidad en el sentido
inocente de equivalencia. De manera més especifica, las dlgebras finitamente
presentadas

Cc AP

permiten representar A como los funtores exactos izquierdos en C y X
como el subtopos del topos clasificante (que consiste de todos los funtores
contravarientes en C), mientras que el encaje de Yoneda se Kan-extiende a
espec : A°° — X. La necesidad de un subtopos (i.e. de una topologia de
Grothendieck) se debe al hecho de que jni los “esquemas afines” C ni las
pregavillas tienen los colimite geométricos correctos!

La co-extensividad del dlgebra permite un primer paso para resolver el
problema de colimites porque sugiere que podemos suponer que X — G(C),
el topos de pregavillas que preservan productos. Debido a este facil
descarte de familias ajenas finitas el estudio de elecciones méas profundas
de topologias de Grothendieck se puede enfocar en cubiertas mediante
morfismos individuales.

Aunque una categoria de algebras es Barr-exacta, su opuesta C no lo
es (incluso cuando es extensiva). Sin embargo esa categorfa opuesta es
confrontada con la exactitud pretopos de espacios via la construccién espec.
Conjeturo que en un sentido adecuado la lextensividad es toda la exactitud
que estas dos categorias tienen en comun, de manera que las categorias
lextensivas forman la sombrilla comtn razonable mds pequefia para esta
construccion basica. A pesar de que los pretopos tienen propiedades de



exactitud que son claramente “buenas”, uno no debe concluir que C es
“mala”; la categoria de objetos punteados en C soporta toda una categoria
de médulos como objetos grupo abeliano en su opuesta (mientras que esa
construccion puede fallar en un pretopos).

6 Variedades ntcleo

Sigo a Birkhoff en llamar variedad a cualquier subcategoria de una categoria
algebraica dada que es por derecho propio también una categoria algebraica,
de tal manera que la inclusién estd inducida por un morfismo suprayetivo
de teorfas. Existen tipicamente no-variedades que son subcategorias algebraicas
plenas, pero con con la inclusién inducida mediante la introducién de
inversos para operaciones dadas en lugar de por simplemente imponer
identidades de operaciones dadas; una tal inclusién podria ser llamada
“abierta” por analogia. Por ejemplo, la categoria de 4dlgebras booleanas no
es una variedad dentro de las reticulas distributivas; ni siquiera es abierta
porque las operaciones de reticulas distributivas son todas preservadoras
de orden. Por supuesto que es una variedad en otro ambiente obtenido
mediante la adicién de mds operaciones, y es clasificada por un subtopos
clasificador para reticulas distributivas. Nuestra preocupacién aqui es
obtener alguna comprensién a través de ejemplos de la pregunta jcudndo
es una variedad en una categoria algebraica extensiva también extensiva?
En general, extensividad no es hereditaria en ese sentido, pero existe un
enfoque especifico a ciertas de esas subvariedades.

En una categoria extensiva los sumandos de X inducidos por un morfismo
dado en un coproducto son de hecho productos fibrados. En una categoria
algebraica opuesta estos productos fibrados son, por supuesto, coproductos
amalgamados (productos tensoriales amalgamados en el caso de K-aillos).
Entonces la co-extensividad de una variedad es facilmente verificada si los
colimites finitos alli concuerdan con los colimites en la categoria algebraica
co-extensiva ambiente. Por supuesto que eso falla a menudo, pero existe
una manera estdndar de garantizarla.



Si un funtor tiene un adjunto derecho, entonces preserva coproductos.
Entonces una teoria extensiva adicional surge si podemos encontrar, dentro
de una categoria algebraica co-extensiva, una variedad niicleo, lo cual quiere
decir una variedad cuya inclusién tiene un adjunto derecho adicional,
porque entonces aquellas dlgebras que satisfacen las identidades adicionales
serdn cerradas bajo el ® ambiente. Gavin Writh [6] estudié funtores
algebraicos que tienen (ademds del adjunto izquierdo funtor libre relativo)
también un adjunto derecho, pero como nos estamos limitando aqui a
inclusiones plenas, en el caso de un solo tipo, un “ntcleo” de esta clase
estd dado simplemente por un conjunto de ecuaciones unarias tal que,
para cualquier algebra, el suconjunto que las satisface es un dlgebra. Como
K[t] es libre, su ntcleo serd de manera tipica solamente K (incluso si
suponemos que K mismo satisface las identidades adicionales); la nueva
teoria algebraia estd, como es usual, dada por lareflexién, no la correflexion.

7 Puntos fijos de Frobenius en topos arbitrarios

Una manera particular de obtener una variedad ntcleo es encontrar una
operacién unaria de una teoria, i.e. una operacién cuya aplicacién sea
un 4lgebra de endomorfismos, y luego definir un nticleo que consista de
todos sus puntos fijos. Por ejemplo, en la categoria de K-algebra, donde K
es un campo dado, potencias adecuadas son homomorfismos y de aqui que
definen ntcleos. Debido que estos adjuntos algebraicos también inducen
operaciones adicionales en los topos geométricos correspondientes, se
ve que las operaciones de Frobenius de la geometria algebraica tienen
un andlogo mas bien preciso también en &lgebra general. Existe una
formulacién independiente de la teorfa algebraica particular: el centro
de un topos (o de cualquier categoria) es el monoide conmutativo de
endomorfismos naturales del funtor identidad; sea Q el centro considerado
como un conjunto parcialmente ordenado bajo divisibilidad. El andlisis de
Frobenius de cada objeto es la pregavilla E-valuada en Q obtenida mediante
extraccion de sus puntos fijos.



8 Reticulas distributivas, geometria tropical,

aillos dimension

Por supuesto que las ecuaciones que definen un nticleo no necesariamente
involucran homomorfismos, son solamente las propiedades de cerradura
del resultado que son requeridas. Por ejemplo, entre los 2-aillos podriamos
considerar aquellos donde (no solo la suma sino también) la multiplicacién
es idempotente; sin embargo, x + 1 no es necesariamente idempotente
incluso si x lo es, de manera que esta variedad no es una variedad ntcleo.
Pero si adjuntamos una segunda ecuacién x + 1 = 1, encontramos que el
conjunto de elemento en un 2-aillo que satisfacen

x2 =x

x+1=1

es cerrado bajo suma y multiplicaciéon y que, ademads, la multiplicacién es
el infimo en el orden semireticula dado por la suma. Esta variedad niicleo
es la categoria algebraica de reticulas distributivas.

(Qué es la geometria algebraica sobre estas reticulas distributivas?
El topos clasificante pleno para la teoria algebraica es la categoria de
pregavillas en la categoria C de conjuntos finitos parcialmente ordenados.

Elsubtopos G(C) clasifica aquellas reticulas distributivas que son “conexas’
en tanto que

st=0&s+t=1 implica s=10t=1.

Existen por supuesto subtopos todavia mas pequefios (la mayoria de los
cuales no clasifican variedades nicleo o incluso variedades ecuacioneales).
Los conjuntos simpliciales clasifican a las reticulas distributivas totalmente
ordenadas; en ese contexto, el espectro de una reticula distributiva es el
nervio del conjunto parcialmente ordenado correspondiente. Intermedio
estd el andlogo del topos de Zariski que clasifica reticulas distributivas
“locales”; es distinguido por el hecho de que el morfismo caracteristico
de la unidad es un homomorfismo de aillos de la reticula local genérica
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en el objeto de valores de verdad en su topos. Recordemos que el topos
topoldgico de Johnstone [3] fue un antidodo a su descubrimiento extrafio
de que el intervalo unitario cldsico no es totalmente ordenado. Mientras
que el hecho es probablemente mejor visto como resultado de un exceso de
generalidad en la definicién clasica de continuidad, pidiendo en consecuencia
un monoide de endomorfismos del intervalo que sea mas “manso” en
el sentido de Grothendieck, un diagndstico alternativo es que el uso de
conjuntos simpliciales (como los objetos combinatiorios cuya realizacion
geométrica deba ser exacta) es demasiado restrictiva. Ciertamente, cualquier
clase de intervalo unitario cldsico es una reticula distributiva y entonces
existe un buen funtor realizacién geométrica sobre el topos pleno de
pregavillas de la categoria C; deberia ser posible determinar los subtopos
que siguen recibiendo el adjunto derecho de esta realizacion.

Consideremos la ecuaciéon x +1 = 1 en si (i.e. la condiciéon x < 1);
en un 2-aillo los elementos que satisfacen esta ecuacién son cerrados bajo
suma y multiplicacién. Esta identidad implica que siempre que b divida
a, uno también tiene a < b; entonces el dlgebra libre en un generador x
para la subcategoria puede ser calculado como consistente de solamente
0,...,x", ... x%,x,x° = 1; su espectro puede ser visualizado como un
intervalo I (no una reticula) y el espectro de las algebras libres puede
ser visualizado como cubos I". Parece que una forma canénica para un
elemento de un aillo monoide reducido més general puede ser obtenido
al considerar una suma de un conjunto de monomios sin divisibilidades
mutuas. (Puede uno, de manera alternativa, ver a I como una linea positiva
extendida al leer la estructura de manera logaritmica; este ejemplo sugiere
una simplificacién de topos dela recientemente popular “geometria tropical”.)

La desigualdad “opuesta” 1 < x excluiria 0, pero si consideramos una
ligera generalizacion

x <x?, (e x+x%=x?)

encontramos de nuevo una variedad ntcleo en 2-aillos y entonces una
geometria algebraica potencialmente importante. Un 2-aillo pertenece a
esta variedad si para todo x existe una y para la cual x + y = x2, porque
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como en cualquier semi-reticula, si existe una demostraciéon y de una
desigualdad, entonces el més grande de los dos elementos comparados
también servird como demostracién. El aillo dimensién de Schanuel de
una categoria lextensiva se encontrard en esta variedad ntcleo en caso
de que todos los objetos sean separables porque el complemento y de la
diagonal en x? produce, bajo el morfismo de B en 2 ® B, una demostracién
de que x < x2.
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