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FE Williom Lawvere (nato nel 1937 nel-
lo stato dell’Indiana, U.S.A.) appartie-
ne a quel genere di matemutici - roris-
simi in ogri epoca - che aprono nuove
strade, creano intere teorie e unificano
teorie precedenti.

Nella sua tesi di dottorato - completa-
ta nel 1963 sotto la direzione di
Samuel FEilenberg, uno dei fondatori
della teoria delle categorie - Lawvere
introduce un tipo particolare di catego-
rie, le “teorie algebriche”: 'algebra uni-
versale viere liberata dalla sua dipen-
denza artificiale dalle presentazioni
con lintroduzione di idee e risultati
nuovi, usati poi estensivamente in to-
pologia algebrica e in informatica teo-
rica. Nel 1967 mostra che certi topos,
con particolari oggetti infinitesimali,
Jorniscono un quadro geometrico flessi-
bile per i modelli della fisica del conti-
nruo. Questo risultato apre la strada a
un nuovo campo di ricerca noto come
“geometria differenziale sintetica”, con
applicazioni al calcolo delle variazioni,
alla classificazione delle singolarita di
mappe lisce e alle equazioni differen-
ziali.

Al Congresso Internazionale dei Mate-
matici di Nizza, nel 1970, Lawvere in-
troduce una versione algebrica della
teoria dei topos (svituppata in collabo-
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razione con il matematico americano
Myles Tierney) che unifica aree della
geometria, della logica e della teoria
degli insiemi, ritenute prima di allora
senza legami ira loro.

Lo studio dei concetti fondamentali
della pratica matematica lo conduce i-
nevitabilmente ai fondamenti dello ma-
tematica stessa, in un’accezione pero
che non ha nulla a che spartire con la
tradizione delle scuole di Frege ¢ Rus-
sell: “fondamenti significhera qui lo
studio di ¢io che e universale in mate-
matica. Cosi i Fondamenii in questo
senso non possono essere identificati
con alcun ‘punto di partenza’ o "giusti-
ficazione’ per la matematica, sebbene
alcuni parziali risultali in gueste dire-
zioni possano essere tra i loro frutii.
Tra gli altri frutti dei Fondamenti cosi
definiti, ¢i sarebbero pero presumibil-
mente delle linee guida per passare da
una branca della matematica a un’'al-
tra e per valutare, in qualche misura,
quali direzioni di ricerca ¢ verosimile
che siano rilevanti.” (EW. Lawuvere,
Adjointness in Foundations, Dialectica,
23, 1969).

Negli anni ‘60 Lawvere forda la “logi-
ca categoriale”, mostrando, ad esem-
pio, come la teoria degli spazi metrici e
la logica dei predicati di ordine supe-
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riore possano essere unificate all'inter-
no della teoria delle categorie. In sequi-
to descrive un approccio funtoriale ai
sistemi dinamici caotici e ollo studio
dell’entropia nella termomeccanica dei
sistemi in stato di non-equilibrio.
Negli ultimi anni, Lawvere ha definito
per la prima volta, in termini matema-
tici precisi, alcuni concetti fondamenta-
li in matematica e in fisica: quelli di
quantita intensive e di quantita esten-
sive, di categorie di spazi e di categorie
di quantita.

Determinare i concetti generali astrotti
che travalicano i confini artificiali tra
geometria, meccanica, analisi, algebra,
logica significa per Lawvere anche tro-
vare § modi migliori per comprenderli e
insegnarli. Cosi non sorprende il fatto
che le ricerche culminate nella teoria
algebrica dei topos, ad esempio, abbia-
no preso le mosse dal problema di inse-
gnrare la matematica nel modo pir effi-
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cace agli studenti dei primi anni di uni-
versita. E cosi pure lo sviluppo della
geometria differenziale sintetica é sta-
to motivato da un problema concreto:
“come imparare, sviluppare e usare le
ipotesi fisiche in termomeccanica dei
continui in un modo che sia rigoroso
ma al tempo stesso semplice, non impi-
gliato in una ragratela di apparati
analitici tecnici”.

Afferma ancora Lawvere: “tutti devono
usare la tecnologia, che si fonda sulla
scienza, che st fonda sulla matematica,
eppure pochi hanro una conoscenza
operativa dei concetti fondamentuli
della matematica moderna, quali re-
trazioni, teoremi di punto fisso, omo-
morfismi di grafi diretti e di sistemi di-
namici, prodotti galileioni, fanzionali
eccetera. Quali passi pedagogici fare in
concreto per ridurre questa enorme
[frattura nella societa moderna?”. Law-
vere e il matematico americano Steve

Fatima e Bill Lawvere

Schanuel hanno raccolio questa sfida
scrivendo insieme, nel 1991, il libro
“Conceptual Mathematics” (edizione
italiana: “Teoria delle categorie: un’in-
troduzione alla matematica. Matemati-
ca concettuale”, Franco Muzzio Edito-
re, Padova, 1994); si tratta del primo
libro che insegna a usare metodi ca-
tegoriali fondamentali in matematica,
informatica, fisica e logica, applicando-
li con ricchezza di esempi allo studio di
categorie elementari, quali ad esempio
gli insiemi finiti, i grafi diretii e i siste-
mi dinamici.

Larticolo “Categorie e spazio: un profi-
lo”, che presentiamo in questo inserto,
delinea il quadro concettuale generale
necessario per orientare la compren-
sione e la ricerca in diverse branche
della matematica e per indagarne le
interconnessioni in modo dialettico.

Federico G. Lastaria



1! INTRODUZIONE

Lo sviluppo del pensiero matematico produce incessante-
mente una grande varieta di sistemi. Un sistema costitui-
to da figure e dalle loro relazioni di incidenza puo dar luo-
g0 a uno “spazio” particolare; d’altra parte un sistema di
quantitd e di operazioni su di esse pud dar luogo a una
particolare “algebra”. Ciascun sistema del genere deve es-
sere considerato in se stesso come un oggetto ben determi-
nato; tuttavia & caratteristico della pratica matematica con-
siderare anche la vasta gamma di “mutamenti” e trasfor-
mazioni di tali oggetti in altri dello stesso genere. Ad esem-
pio, un anello in cui ¢’'¢ una quantitd x pud diventare un
altro anello in cui ¢’ una quantitd y per cui y* = 2* + 1.
Questo “mutamento” puo essere registrato nella trasforma-
zione che & 'omomorfismo dal primo anello al secondo.
Uno spazio pud diventare un altro spazio in modo tale che
ciascun singolo punto dia origine a diversi punti; e cid pud
essere registrato come una trasformazione di rivestimen-
to, “covering”, dal secondo spazio al primo. Questo fre-
quente divenire e trasformarsi & caratteristico della pratica
matematica, ma allo stesso tempo ogni oggetto deve rima-
nere assolutamente determinato mentre calcoliamo e ra-
gioniamo deduttivamente.

1l riconoscimento esplicito di tale dialettica si rese neces-
sario e divenne possibile cinquant’anni fa, producendo
una guida estremamente articolata a tutte le discipline
matematiche e alle loro interconnessioni. Spero che il
presente articolo possa contribuire a rendere disponibile
tale guida a un pubblico piu vasto. Gli strumenti principa-
li sono le idee di categoria, funtore, trasformazione natu-
rale, funtore aggiunto, categoria abeliana, topos, fibra-
zione, categoria chiusa, categoria arricchita (per quest’ul-
tima nozione, si veda [5]): tutte queste idee servono tan-
to a imparare e usare, quanto a sviluppare ulteriormen-
te tutte le discipline matematiche, ma in particolare quel-
le che risultano essere altamente dialettiche, come la
topologia algebrica, la geometria algebrica, 'analisi fun-
zionale e la logica d’ordine superiore. Molti sviluppi mo-
derni, come I'omologia dei gruppi e dell’algebra, il ruolo
della nozione di fascio nella geometria algebrica, lo sfrut-
tamento dell’aspetto “dottrinale” nella logica e nella teo-
ria dei modelli e dell’aspetto “iperdottrinale” nell’infor-
matica teorica, sarebbero stati difficilmente possibili sen-
za I'uso esplicito della teoria delle categorie. (Sono in fase
di sviluppo anche applicazioni ad altri settori, per esem-
pio alla teoria statistica delle decisioni e alla meccanica
razionale).

Nel seguito, dopo aver richiamato i concetti fondamentali
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della teoria delle categorie, metteremo in evidenza le
loro motivazioni originarie e la loro utilitd mediante vari
esempi. Progressivamente, la rilevanza di tali concetti si
focalizza in rapporto alla nozione di spazio. L'analisi
dello spazio in termini di “figure” e quella in termini di
“quantitd” (algebriche) vengono a essere unificate in una
stessa cornice teorica, attraverso condizioni di (co-)ade-
guatezza. Sia gli aspetti algebrici dello spazio sia gli
aspetti geometrici dell’algebra sono, in tal modo, esami-
nati e correlati tra loro; in particolare si mostra che la
nozione di “spettro” & una nozione chiave per collegare
le “dottrine” algebriche e la teoria dei fasci. Come risul-
tato, gli stessi operatori logici sono visti da una prospet-
tiva pill intrinseca e oggettiva. Un tema ricorrente &
quello degli aggiunti, che emergera nel correlare catego-
rie di specie diverse.

Quanto segue va inteso come un percorso introduttivo,
che si propone di mettere in evidenza il potere unifican-
te e 'ampiezza fondazionale della teoria delle categorie,
nonché la fecondita degli sviluppi che sono resi possibili
dalla concezione categoriale dello spazio.

2|  LE DEFINIZIONI FONDAMENTALI

Ogni categoria consiste di morfismi (ognuno dei quali po-
trebbe essere un processo specifico che cambia la forma
concreta lasciando invariata la forma astratta). Ciascun
morfismo m va da un ben determinato oggetto A della ca-
tegoria, chiamato dominio del morfismo, a un ben determi-
nato oggetto B della categoria, chiamato codominio del
morfismo; queste due relazioni sono utilmente compendia-
te nel diagramma

ALy

Loperazione fondamentale sui morfismi & la composizione,
denotata semplicemente giustapponendo i nomi dei morfi-
smi, ma letta “segue”; si dice che un diagramma di tre
morfismi & commutativo

m

A———B

n

C

se p & (ha lo stesso effetto di) n segue m, e si scrive p = nm.
La composizione nm pud essere fatta solo quando il co-
dominio di m e il dominio di n sono lo stesso oggetto (B nel



diagramma) e in tal caso il suo dominio e il suo codominio
sono quelli indicati (A e C). Ogni oggetto A ha un partico-
lare endomorfismo 1,, detto morfismo identita, con la pro-
prieta:

1ym=m=ml,

per ogni morfismo m, come indicato nel diagramma.

1
A—4 . p
m m
m
A B
ZB

(Un endomorfismo di un oggetto A & un qualunque mor-
fismo il cui dominio e il cui codominio sono entrambi A; un
endomorfismo & convenientemente rappresentato nel dia-
gramma da un cappio.) L'ultimo assioma per una catego-
ria & I'associativita della composizione:

a

T A

ma m nm n(ma) = (nm)a.

B c

n

Un morfismo & un isomorfismo se ha un inverso bilatero

m a_
B mmt=1,

-1 oz
ml mim=1,

A

e due oggetti sono detti isomorfi se esiste almeno un
isomorfismo tra essi; ogni proprieta di un oggetto, che pud
essere espressa in termini delle sue relazioni con tutti gli
altri oggetti, rimane vera o falsa per ogni oggetto isomorfo
all’oggetto dato. Nel caso in cui tutti i morfismi siano iso-
morfismi, la categoria & detta gruppoide.

Un gruppoide con un solo oggetto & un gruppo. Gli endo-
morfismi invertibili di un oggetto costituiscono il suo grup-
po degli automorfismi. Nel 1872, il programma di Er-
langen di F. Klein tentd di esprimere tutte le proprietd di
oggetti geometrici usando particolari gruppoidi, come il
gruppoide i cui oggetti sono i sottoinsiemi dello spazio
euclideo e i cui morfismi sono le biiezioni che conservano
la distanza tra punti.

Sebbene i gruppoidi siano estremamente importanti, & ri-
sultato essenziale considerare anche categorie in cui ci
sono molti morfismi che non sono isomorfismi.
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Quando abbiamo due morfismi:

(o A

S

percuirs =1, s & detto una sezione di r e r & detto una
retrazione di s (diversamente dall’inverso bilatero di un
isomorfismo, le sezioni e le retrazioni di solito non sono
uniche); per esempio, in una categoria opportuna, s po-
trebbe essere I'inclusione di una circonferenza come la cir-
conferenza centrale di un anello e r la retrazione centrale
dell'intero anello su tale circonferenza, che in particolare
non muove la circonferenza stessa.

1l lettore sard in grado di mostrare che, se definiamo e = sr,
allora e & idempotente (ee = e) se rs = 1, e anche che, se
ris=1¢. 7,8, = 1, sono due “spezzamenti” dello stesso
idempotente (s,r, = s,1,) su 4, allora C, e C, sono isomorfi.
Ad ogni categoria € & associata la sua opposta @* in cui
dominio e codominio dei morfismi sono scambiati; ogni
nozione categoriale, interpretata in @#, fornisce la nozio-
ne duale in ¢&; ad esempio la nozione di retrazione & duale
a quella di sezione.

3 T ASPETTI ASTRATTI E CONCRETI
DI CONCETTI GENERALI

Linevitabilitd dei morfismi deriva dalla natura di uno stru-
mento che l'umanita ha sviluppato da molti secoli: il “con-
cetto generale”. Questo strumento riflette il mondo reale in
modo tale da facilitare la reciproca influenza del pensare
collettivo e individuale, rendendo cosi possibile I'ideazione
e la realizzazione di piani. Un concetto generale come “ca-
ne” o “cittd” nasce da esempi particolari e ha due aspetti:
quello generale astratto e quello generale concreto. L'aspet-
to generale astratto concentra I'essenziale degli esempi
particolari nel concetto generale in se stesso per condurre
ragionamenti formali e per eseguire calcoli, mentre nel
generale concreto si considerano tutti gli esempi oggettiva-
mente possibili del concetto, compresi gli esempi partico-
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La ricerca di retrazioni e di sezioni perun
morfismo & un caso particolare del pro-
blema di analizzare un morfismo rispetto
all’operazione sintetizzante di composi-
zione. Dati due morfismi p e n con lo stes-
so codominio, un sollevamento di p lungo
n & un qualsiasi morfismo m per cui
nm = p:

A C
p

mentre, dati due morfismi p e m con lo
stesso dominio, una estensione di p lun-
go m & un qualunque morfismo n per cui
nm=p.

"y

c

A
p

A causa della natura non commutativa
della composizione, questi due problemi
di fattorizzazione tendono ad avere conte-
nuti specifici assai diversi, anche se le
due proprieta sono formalmente duali. In-
fatti, un morfismo n & A-iniettivo se per
ogni p di dominio A esiste al piii un solle-
vamento m di p lungo n e n & un mono-
morfismo se & A-iniettivo per tutti gli A;
dualmente, un morfismo m & un epimor-
fismo se & C-co-iniettivo per tutti i C, nel
senso che per ogni morfismo p di codomi-
nio C c’¢ al piil una estensione di p lungo
m. Alcune altre importanti proprieta di

morfismi sono espresse in termini di esi-
stenza, invece che di unicita, delle loro
analisi: n & A-suriettivo se per ogni
morfismo p con dominio A e con lo stesso
codominio di n, ¢’& almeno un solleva-
mento di p lungo n. (E facile vedere che n
& A-suriettivo per ogni A se e solo se n ha
almeno una sezione). Dualmente, un mor-
fismo m e un oggetto C potrebbero essere
nella relazione “ogni morfismo p il cui
codominio & C e il cui dominio & quello di
m ha almeno una estensione lungo m”; &
ormai usuale esprimere questa relazione
di “co-suriettivita” dicendo che Cé un 0g-
getto iniettivo relativamente a m; per
esempio, in topologia un oggetto “solido”
ha questa proprieta di estensione rispetto
a tutte le funzioni iniettive m il cui domi-
nio e codominio sono “compatt;i”.

I morfismi sufficientemente suriettivi ten-
dono a essere epimorfismi e in alcune ca-
tegorie (come nella categoria S degli in-
siemi astratti e delle funzioni qualsiasi tra
essi) gli epimorfismi sono A-suriettivi per
molti A (a causa dell’assioma di scelta).
Nel caso in cui liniettivita dei morfismi
segua dalla A-iniettivita per pochi partico-
lari A, questi ultimi possono essere usati
come “forme fondamentali delle figure”
per una analisi geometrica della catego-
ria, come visto nella sezione 5; dualmen-
te, se la suriettivita pud essere provata
solo a partire da pochi oggetti C, allora
questi ultimi possono essere usati come
“spazi fondamentali per i valori delle fun-
zioni” per una analisi algebrica della cate-
goria. Si osservi che un morfismo suffi-
cientemente iniettivo e sufficientemente
suriettivo & un isomorfismo, a causa della

natura esistenziale della suriettivita; tut-
tavia, per un morfismo la pura proprieta
di cancellazione data dall’essere simulta-
neamente monomorfismo ed epimorfismo
non implica la sua invertibilita, come ad
esempio nella categoria degli spazi di
Hilbert.

Una importante possibilitd di analisi &
data dalla fattorizzazione attraverso I’ im-
magine, che vale nelle categorie in cui
ogni morfismo f pud essere espresso
come f=ip, con  iniettivo e p un opportu-
no epimorfismo: il terzo oggetto prodotto
da questa fattorizzazione attraverso I'im-
magine incorpora il “rango” di f.

Infine, si noti che la nozione di solleva-
mento pud essere usata per definire che
cos’é un sottosistema “aperto” in ogni
categoria relativamente a un morfismo
dato a: U > R, che pud servire da aperto
generico. Un esempio abbastanza fre-
quente & dato dall’inclusione, in un anel-
lo R, della parte che consiste degli ele-
menti invertibili. Data una funzione
X——R, fdetermina un sottosistema
di X che consiste di tutte le figure x tali
che fx si solleva lungo o. Cosi, diventa
chiaro che ogni morfismo pella categoria
data risulta continuo relativamente ad o,
nel senso di questi aperti. Nel caso della
geometria algebrica, questa definizione
ha bisogno di una ulteriore precisazione,
perché da il risultato corretto solo per gli
spazi affini, che servono anche come fonti
di figure. Per spazi Y piii generali, un
sottosistema U & aperto, nel senso piil fi-
ne, se per ogni figura affine X —Y_y il
sottosistema di tutti gli x tali che yxin U &
o-aperto nel senso precedente.

lari originali, ma di solito molti di pit (la gamma estensio-

nale del concetto).

B proprio perché consideriamo due cittd come concre-
tizzazioni dello stesso concetto astratto che siamo condotti
a confrontarle rispetto alla popolazione, al clima, alla sto-
ria, ai prodotti che offrono, all’amministrazione, ecc. Molte
categorie matematiche sono generali concreti in questo

31 [ lettera matematica

senso e, via via che riusciamo a modellare matematica-

mente 1 concetti generali che emergono nell’attivity del

pensiero e si manifestano nel linguaggio umano, si forma-
no nuove categorie. In una categoria, i morfismi sono di
solito processi di “confronto” molto precisi, che penetrano
in profondita i caratteri specifici dei vari oggetti. Per esem-
pio, simmetrie particolari possono suggerire un certo grup-

39



po G (diciamo, il gruppo con due elementi) come concetto
generale astratto; possiamo allora considerare la categoria
di tutte le sue possibili rappresentazioni concrete in qual-
che categoria € ben conosciuta (come quella degli spazi e
funzioni continue tra essi o quella degli spazi e trasforma-
zioni lineari).

Se A e B sono oggetti di € che fanno da supporto a due
rappresentazioni dello stesso gruppo G, allora un
morfismo A—" 3B dige “G-equivariante” se mg = gm,
per ogni g in G; questi morfismi G-equivarianti sono i
morfismi di una nuova categoria ¢, il generale concreto
che corrisponde a G. Se la cosa particolare da cui si & par-
titi era in ¢, la si pud vedere ora in maggior dettaglio come
oggetto di €€ e cio di solito dara origine ad altri oggetti
nella stessa categoria @, quali I'oggetto di tutte le posizio-
ni della cosa nello spazio o I'oggetto di tutte le quantitd
variabili definite sulla cosa, ecc. L'esperienza ha mostrato
che questo esempio fondamentale & tipico pure per un al-
tro motivo: anche il generale astratto & una categoria (nel
nostro esempio G & un gruppoide con un solo oggetto)!
Cosi, le categorie consentono di trattare ambedue gli aspet-
ii dei concetti, il generale astratto e il generale concreto,
nonché di esprimere le loro mutue relazioni.

In effetti, ci sono numerose “dottrine” che servono a dare
un senso preciso alle nozioni di “particolare”, “generale
astratto” e “generale concreto” oltre che alle loro relazio-
ni. (Le dottrine dell’algebra generale e della teoria dei fa-
sci saranno descritte nella sezione 8). In modo tipico, una
dottrina si riferisce a una specifica categoria di categorie
strutturate, cui appartiene ciascun “generale astratto” (det-
to anche “teoria”) della dottrina, unitamente a un’ulterio-
re, ben determinata, categoria “duale” di categorie struttu-
rate, cui appartengono i corrispondenti “generali concre-
ti”.

In questo senso, la dottrina delle rappresentazioni via per-
mutazioni si riferisce alla categoria dei gruppoidi, come
pure alla sua “duale”, una certa categoria di topos boo-
leani. Spesso la relazione fra astratto e concreto rimanda
in maniera specifica a categorie di funtori, che saranno
discusse nel seguito.

4 TRASFORMAZIONE DI CATEGORIE
IN TOPOLOGIA ALGEBRICA

La categoria delle categorie ha come oggetti “tutte” le ca-
tegorie &, D, ... e come morfismi ¢—— 52 ha tutti i
Juntori, ciod i processi F che assegnano un oggetto FC di 2
a ogni oggetto € di € e un morfismo Fm) in D ad ogni
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morfismo m di € in modo che si abbia sempre:

m Fm)
A B — FA FB
iné in 2
Fnm) — Fwkm)
Fllpg = g

La necessitd di rendere espliciti tali processi emerse negli
anni '30 dai progressi dell’analisi funzionale e della topo-
logia algebrica. In particolare, & stato in topologia alge-
brica, con i suoi tipici passaggi dagli spazi continui agli
aspetti qualitativi misurati dall’omotopia e dall’'omologia,
che W. Hurewicz ha introdotto i diagrammi di frecce, usan-
doli esplicitamente sia per le funzioni continue tra spazi
topologici, sia per gli omomorfismi di gruppi, nella consa-
pevolezza che i funtori “gruppo di omotopia” inducono
morfismi nella categoria dei gruppi, che riflettono le pro-
prieta di una data funzione continua nella categoria degli
spazi.

Sono stati S. Eilenberg e S. Mac Lane che negli anni *40
hanno reso esplicite queste idee. Una scoperta decisiva &
stata quella degli spazi che portano il loro nome, ciod spazi
che rappresentano i funtori di coomologia sulla categoria
dell’omotopia. S. Eilenberg e N. Steenrod hanno poi usato
sistematicamente funtori e trasformazioni naturali nella
loro fondazione assiomatica della teoria dell’omologia.

I funtore piti fondamentale in topologia algebrica & r,, che
assegna a ogni spazio continuo X I'insieme discreto m X
delle componenti connesse di X e assegna a ogni morfismo
(funzione continua) da uno spazio a un altro la funzione
indotta sulle componenti. Il funtore =, delle componenti
connesse & caratterizzato come I'aggiunto sinistro (si veda
la sezione 5) al funtore che include la categoria degli spa-
zi discreti nella categoria degli spazi localmente connessi
per cammini; cosl, ogni funzione continua da uno spazio X
a uno spazio discreto D dipende solamente dalla funzione
naturale da X a n X. Se in X due punti qualsiasi possono es-
sere connessi da un cammino continuo in X, allora © X = 1
(un solo punto), mentre in uno spazio discreto X la man-
canza di cammini implica invece 7 X = X.

Per esempio, se A & uno spazio costituito da un segmento
di retta e da un punto non appartenente ad esso, A pud
essere incluso in un disco con una funzione continua
A—" X. Allora mA & un insieme con due elementi,
mentre m X & un insieme con un solo elemento, poiché il
disco & connesso; percid m & iniettivo ma non suriettivo,



mentre m,(m) & suriettivo ma non iniettivo. Cid mostra che
queste importanti proprietd dei morfismi non sono neces-
sariamente conservate dai funtori e che quindi, per poter
impiegare i funtori, i codomini delle funzioni debborno es-
sere esplicitamente menzionati.

Dovevano trascorrere circa quarant’anni prima che gli
spazi di Eilenberg-Mac Lane fossero trattati dal punto di
vista della teoria dei topos (il cui ambito comprende appli-
cazioni alla logica e alla teoria dei modelli cosi come alla
geometria) da A. Joyal e G. Wraith nel convegno di Denver
del 1983 [3]; in quello stesso convegno sono stati presen-

tati lavori sul calcolo delle variazioni e sulle connessioni °

combinatorie. I rendiconti del convegno svoltosi ad Aarhus
nel 1983 [4] e di quello svoltosi a Como nel 1990 [1] descri-
vono lavori pill recenti e riflettono la varietd di sviluppi che
quest’ambito di ricerche ha avuto; I'articolo “Categories of
Space and of Quantity”, [10], fornisce una trattazione filo-
sofica della costruzione che porta alla categoria dell’o-
motopia.

5 CATEGORIE DI FUNTORI E CONDIZIONI
DI ADEGUATEZZA

La nozione di trasformazione naturale pud essere illustrata
considerando, oltre al funtore n,, anche il funtore | | che
assegna a ogni spazio continuo I'insieme discreto dei suoi
punti. Per ogni spazio X & definita un’applicazione:

x| —fY—> moX

che assegna ad ogni punto x la componente connessa 1)
di Xin cui e contenuto x. Tale f& “naturale”, nel senso che
per ogni morfismo continuo m da uno spazio A ad uno
spazio B, & soddisfatta la seguente equazione di compati-

bilita:

[ Al I A
fgl m] = Tfo(m)fA | m* no(m)
|8 T
fp i

Spesso si dice che “il quadrato & commutativo” per signi-
ficare che un’equazione del genere & vera. In generale, da-
te due categorie & e 2 e due funtori:

F
G

é 2
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una trasformazione naturale F ~tse consiste nell’as-
segnare ad ogni oggetto X di € un morfismo
FX—<X 5GX in 2, in modo che per ogni morfismo
A—"_, B in &1l corrispondente quadrato commuti in 2,
Viene cosi introdotta la categoria 22 dei funtori da @ a D,
i cui oggetti sono tutti i funtori @ ——s 2 e i cui morfismi
sono tutte le trasformazioni naturali tra tali funtori, con
Povvia definizione di composizione.

Quasi tutte le categorie concrete interessanti possono esse-
re definite e studiate come sottocategorie di categorie di
funtori: una notevole unificazione chiarificatrice. Gi oggetti
e i morfismi di una categoria “grande” % possono essere
efficacemente indagati purché prima si riesca a determina-
re una sottocategoria # di %, “piccola” ma “adeguata”. In
tal caso, per ogni oggetto X i morfismi A—>— X posso-
no essere chiamati “figure di forma A” in X, quando A & in
4. Per esempio, se A = 1 & un punto, allora abbiamo punti
1- X in X' mentre, se A & un segmento, allora abbiamo i
“cammini” A — X in X. In generale, le figure sono “singo-
lari”; per esempio, se

ay

A

ay

sono gli estremi di un segmento di retta, allora un cammi-
no A—2 5 X éun “cappio” o no a seconda che si abbia
x@,= xa, 0 no.

Ancora, se B & una palla piena il cui bordo & la superficie
sferica S e B & I'inclusione, allora una goccia B — X in
X potrebbe avere il suo contorno schiacciato in un punto,
il che & espresso dalla commutativita del diagramma se-
guente:

RS, |

B X

Il fatto che un cammino sia chiuso e che una figura sia sin-
golare sono esempi di auto-incidenza mentre, piu in gene-
rale, 'incidenza di due figure Aj —2— X, Ay —2 X si
riferisce a tutte le figure 4A—2— X simultaneamente “di-
slocate” in x, e x,, nel senso che sono dati morfismi
A~ 4, A—2 Ay in 4 per cui %,0,= % = x,0,. In
tal modo si associa a ogni oggetto X una struttura geo-
metrica di forma 4 - espressione con la quale si intende in
generale un qualsiasi funtore #% — 5, dove S & la cate-
goria degli insiemi e delle funzioni - nel seguente modo:
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mentre m,(m} & suriettivo ma non iniettivo. Cid mostra che
queste importanti proprietd dei morfismi non sono neces-
sariamente conservate dai funtori e che quindi, per poter
impiegare i funtori, i codomini delle funzioni debbono es-
sere esplicitamente menzionati.

Dovevano trascorrere circa quarant’anni prima che gli
spazi di Eilenberg-Mac Lane fossero trattati dal punto di
vista della teoria dei topos (il cui ambito comprende appli-
cazioni alla logica e alla teoria dei modelli cosi come alla
geometria) da A. Joyal e G. Wraith nel convegno di Denver
del 1983 [3]; in quello stesso convegno sono stati presen-

tati lavori sul calcolo delle variazioni e sulle connessioni

combinatorie. I rendiconti del convegno svoltosi ad Aarhus
nel 1983 [4] e di quello svoltosi a Como nel 1990 [1] descri-
vono lavori pili recenti e riflettono la varieta di sviluppi che
quest’ambito di ricerche ha avuto; I'articolo “Categories of
Space and of Quantity”, [10], fornisce una trattazione filo-
sofica della costruzione che porta alla categoria dell'o-
motopia.

5 CATEGORIE DI FUNTORI E CONDIZIONI
DI ADEGUATEZZA

La nozione di trasformazione naturale puo essere illustrata
considerando, oltre al funtore n,, anche il funtore | | che
assegna a ogni spazio continuo I'insieme discreto dei suoi
punti. Per ogni spazio X & definita un’applicazione:

‘X’LnoX

che assegna ad ogni punto x la componente connessa f,[(x)
di X in cui e contenuto x. Tale f& “naturale”, nel senso che
per ogni morfismo continuo m da uno spazio A ad uno
spazio B, & soddisfatta la seguente equazione di compati-
bilita:

414 A
felml =nym)fy,  |ml ()
| B nyB
Ip

Spesso si dice che “il quadrato & commutativo” per signi-
ficare che un’equazione del genere & vera. In generale, da-
te due categorie € e 2 e due funtori:

F
G

é D
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una trasformazione naturale F —' 56 consiste nellas-
segnare ad ogni oggetto X di &€ un morfismo
FX—X 5GX in 2, in modo che per ogni morfismo
A", B in &1l corrispondente quadrato commuti in 2.
Viene cosl introdotta la categoria 2¢ dei funtori da € a 2,
i cul oggetti sono tutti i funtori € —— 2 e i cui morfismi
sono tutte le trasformazioni naturali tra tali funtori, con
Iovvia definizione di composizione.

Quasi tutte le categorie concrete interessanti possono esse-
re definite e studiate come sottocategorie di categorie di
funtori: una notevole unificazione chiarificatrice. Gli oggetti
e i morfismi di una categoria “grande” & possono essere
efficacemente indagati purché prima si riesca a determina-
re una sottocategoria # di &, “piccola” ma “adeguata”. In
tal caso, per ogni oggetto X i morfismi A S X POSso-
no essere chiamati “figure di forma A” in X, quando A & in
#. Per esempio, se A = 1 & un punto, allora abbiamo punti
1— X in X mentre, se A & un segmento, allora abbiamo i
“cammini” A — X in X. In generale, le figure sono “singo-
lari”; per esempio, se

0y

A

as

sono gli estremi di un segmento di retta, allora un cammi-
mo A2 X b un “cappio” o no a seconda che si abbia
xa,= xa, 0 No.

Ancora, se B & una palla piena il cui bordo & la superficie
sferica S e SB & 'inclusione, allora una goccia B— X in
X potrebbe avere il suo contorno schiacciato in un punto,
il che & espresso dalla commutativitd del diagramma se-
guente:

S

B X

It fatto che un cammino sia chiuso e che una figura sia sin-
golare sono esempi di auto-incidenza mentre, pitl in gene-
rale, 'incidenza di due figure 4 —2—X, Ay —2 X si
riferisce a tutte le figure A ~2 5 X simultaneamente “di-
slocate” in x, e x,, nel senso che sono dati morfismi
A5 4, A—"% 4, in A per cui x,0,= % = x,a,. In
tal modo si associa a ogni oggetto X una struttura geo-
metrica di forma # - espressione con la quale si intende in
generale un qualsiasi funtore 4% — 8, dove £ & la cate-
goria degli insiemi e delle funzioni - nel seguente modo:
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Le categorie nelle quali esistono i limiti finiti sono anche dette
“cartesiane”, perché & proprio in tali categorie che si possono
eseguire certe costruzioni, tradizionalmente associate alla geo-
metria analitica cartesiana. Per esempio, la curva definita dal-
Pequazione y2 = X3 + 1 non solo rimanda a un prodotto cartesiano
P =Y x X, ma rimanda anche alla formazione del sottoggetto di
P su cui le due corrispondenti funzionida Pa % coincidono. Que-
st'ultima costruzione, spesso indicata come 'equalizzatore, & in
effetti un limite finito, cioé ’aggiunto destro a un funtore diago-
nale & — ZD, ove la particolare categoria finita 2 & formata
soltanto da due frecce astratte in parallelo. Si pud mostrare che
tutti i 2-limiti in 2, per D finita, sono costruibili come combina-
zioni di questi due casi, vale a dire 2 = la coppia di frecce in pa-
rallelo (il che permette di rappresentare mediante un oggetto le
soluzioni di un’equazione) e 2 = una qualsiasi categoria discre-
ta finita (ove i risultanti prodotti cartesiani permettono di rappre-
sentare un sistema di equazioni come una singola equazione
“vettoriale”). Ulteriori esempi di 2-limiti sono lintersezione di
sottoggetti e l'immagine inversa (ciod, la sostituzione o
“pullback”) di un sottoggetto lungo un morfismo. | funtori che
conservano i limiti finiti vengono spesso chiamati “esatti a sini-
stra” (in inglese: “left exact”, da cui I"abbreviazione “lex™).

I colimiti sono aggiunti sinistri a funtori diagonali. Esempi di
colimiti sono i coprodotti (per 2 diagramma di forma discreta),
che sono noti, in categorie specifiche di vario tipo, come somme
disgiunte, prodotti liberi o somme dirette. | colimiti comprendo-

no anche (per D diagramma formato da una coppia di frecce pa-
rallele) i coequalizzatori, i quali danno luogo a oggetti quozien-
te (duali dei sottoggetti) di un dato oggetto Y, allorché una certa
equazione, tra due morfismi da X a Y, é forzata a diventare vera
imponendo una relazione d’equivalenza su Y. Di nuovo, abbiamo
che due soli tipi di colimiti, i coprodotti e i coequalizzatori, sono
sufficienti a costruire tutti i colimiti presenti in una data catego-
ria (per esempio, le somme amalgamate, tra le quali ci sono le
unioni disgiunte e i “pushout”).

Quando limiti e colimiti furono inizialmente considerati, negli
anni ’30, si adottd la restrizione (non necessaria) a forme di dia-
grammi 2 che erano insiemi parzialmente ordinati; si assunse
pure la restrizione a diagrammi di forma filtrata (superiormente
diretti). Per un diagramma, “essere filtrato” & una proprieta pii
forte che “essere connesso”, dato che (intuitivamente parlando)
se Dé filtrata, la connessione pud sempre essere verificata muo-
vendo verso destra, in 2, senza zigzagare indietro. | colimiti fil-
trati godono di specifiche proprieta davvero importanti, che inve-
ce non sono godute da altri colimiti (per esempio, dai co-
prodotti). Nella categoria degli insiemi (e in molte altre categorie
strettamente collegate, come i topos e le categorie algebriche),
i colimiti filtrati conservano prodotti cartesiani finiti ed equa-
lizzatori (e, ovviamente, gli altri colimiti, come le unioni e quindi
le immagini); di conseguenza, la categoria di tutte le strutture
algebriche che soddisfano date condizioni elementari risulta es-
sere chiusa rispetto a colimiti filtrati.

usando lo stesso simbolo X per la struttura associata,
X(A) = Z(4, X) = I'insieme delle figure di forma 4 in X e,
dato un morfismo A'—% 4, xr4)—(Y X(A') as-
segnaaogni A—- X la figura indotta xa di forma A’.
La richiesta funtorialita, X(ae) = X(a)X(a) per
g S A‘—E—aA, non & che un’istanza dell’associa-
tivitd. Ma ancora l'associativitd fa si che ogni morfismo
X ——f——> Y in % conservi la relazione di incidenza di A-fi-
gure, f (xa) = (fr)a, dando luogo a un morfismo (= trasfor-
mazione naturale) nella categoria 5 delle strutture geo-
metriche di forma ~.

Nel 1960, J. Isbell ha chiamato # adeguatae in %, se il fun-
tore ora definito:

5L’—>S"'ﬁ"'z

& “pieno e fedele”. Un funtore F da & a @’ si dice pieno,
risp.: fedele, se per ogni 4, B in & la corrispondenza tra i
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morfismi da 4 a B ed i morfismi da FA a FB & suriettiva,
risp.: iniettiva. Nel caso in esame, il fatto di essere pieno e
fedele significa che per ogni coppia di oggetti X e Y in %,
ogni trasformazione »#-naturale X =Y (tra gli associati
funtori a valori in 5) & indotta da un unico morfismo del-
la categoria .

1l quasi tautologico “Lemma di Yoneda”, che generalizza i
classici risultati di Cayley (quando 4 & un gruppo) e di De-
dekind (quando ~# & un insieme parzialmente ordinato,
cioé una categoria in cui fra ogni coppia di oggetti ¢’ al
pili un morfismo), garantisce tale pienezza e fedeltd alme-
no nel caso in cui X e Y sono oggetti di 4. Pili precisamen-
te, il Lemma afferma che, per qualunque Y in % e per
qualunque A in #, ogni elemento y, di ¥(4) & dato da
y=y,(1,) per un'unica trasformazione naturale y, da
#(- A)verso Y.

In tal modo “ogni” categoria 2 pud essere analizzata in ter-
mini di strutture geometriche, sfruttando la potenza di cal-



colo che deriva dalla natura di “topos” di $ e, in partico-
lare, assicurando la possibility di ridefinire Z mediante la
caratterizzazione di quali oggetti di 5 provengano da
oggetti di 7%. Il fatto che sia stato possibile risolvere proble-
mi di calcolo delle variazioni infinito-dimensionali, duecen-
to anni prima dell’avvento delle nozioni di spazio topolo-
gico e di spazio di Banach, & in parte dovuto proprio a que-
sto metodo diretio.

Comunque, ci sono anche altre sottili relazioni che collega-
no la precedente condizione di adeguatezza al fatto che
nella categoria %, ogni oggetto sia un (co)limite di oggetti
in 4.

Per ogni coppia di categorie %, 2 esiste un funtore canoni-
co “diagonale”:

22 2?7

che assegna ad ogni X il corrispondente funtore costante
su 2: (AX) (D) = X, per ogni D. (Il funtore A pud essere pie-
1o e fedele o no: il lettore & invitato a mostrare che lo & per
tutte le 7 solo se 2 & “connessa” mentre, se D & discreta,
nel senso che gli unici morfismi sono le identita, e se ha
almeno due oggetti, allora A & pieno e fedele se e solo se %
& un insieme parzialmente ordinato). Con una locuzione
introdotta da D. Kan negli anni '50, si dice che la catego-
ria & ha D-limiti se A ha un aggiunto destro, nel senso che
Kan stesso diede al termine, vale a dire se esistono un
funtore: i

e
€ una corrispondenza biunivoca naturale:

X—=limF
2D
AX—F

Pili in generale, un funtore G da &’ a & si dice “aggiunto
destro” di F (e F “aggiunto sinistro” di G) se ¢’¢ una
biiezione “naturale” tra i @-morfismi A —GB e i é-
morfismi FA— B. Per esempio, se D & discreta, allora
ogni F in 2 non & altro che una famiglia di oggetti di &
e liEIDF risulta il prodotto (cartesiano) della famiglia;
questo significa che esiste una famiglia di morfismi proie-
zione p,, indiciata dagli oggetii di 2, tale che ogni famiglia:

x— ,mp pep

& la famiglia delle proiezioni J=p,f. per un unico mor-
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fismo X ——i—e lim F verso il prodotto.

Diremo che & ha‘f;?odotti finiti se esiste lim F per ogni ca-
tegoria finita discreta 2. Se % & munita di una sottoca-
tegoria +#, allora una figura in un 2-prodotto & determina-
ta da una D-famiglia di figure con la stessa forma e, se 2
& vuota, allora 2 ha un oggetto terminale 1, cioé un oggetto
che ha esattamente una figura di ogni forma A.

6 " SPAZI DI FUNZIONI.
UN’APPLICAZIONE ALLA FISICA

Se la data categoria 7 ha prodotti finiti e B & un oggetto
dato, allora esiste un funtore “cilindro”:

o Bx( ) 2

che fa corrispondere a ogni oggetto il prodotto binario
BxX e a ogni morfismo X—L X' il morfismo
Bx X ——}fﬁ%Bx X'. Affinché Bx( ) abbia un aggiunto
destro ( )%, si deve avere per ogni ¥ uno “spazio di funzio-

ni® Y%, caratterizzato dalla regola di trasformazione
espressa dalla corrispondenza biunivoca e naturale:

X-Y?
BxX Y

Se si prende X = Y? e il morfismo identita, la regola forni-
sce un morfismo di valutazione canonico BxY? -y, per cui
ogni figura A — Y? di forma A nello spazio di funzioni &
univocamente determinata dal morfismo Bx A —s Y che si
ottiene applicando Bx( ) alla figura e componendo succes-
sivamente con la valutazione. Per esempio, i cammini in
uno spazio di funzioni ¥* “sono” semplicemente funzioni
(in 7) di tipo ¥ con una variabile in piti. (Ci sono anche
categorie chiuse rispetto a spazi di funzioni, i quali sono
aggiunti a prodotti non cartesiani {si veda [8]).

Gli aggiunti sono unici a meno di isomorfismi. Pertanto i
prodotti e gli spazi di funzioni sono determinati dai mor-
fismi (figure) che li hanno come codomini, che a loro vol-
ta esprimono informazioni che possono essere trasformate
in altre forme, che non si riferiscono esplicitamente al pro-
dotto o agli spazi di funzioni in questione. Tuttavia, un
morfismo il cui dominio & un prodotto o uno spazio di fun-
zioni esprime informazioni che spesso non possono esse-
re internalizzate nella categoria in nessun altro modo, I
morfismi il cui dominio & un prodotto sono operazioni
algebriche; per esempio:

XxX—-X
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& una operazione binaria (come la moltiplicazione in un
gruppo di Lie), mentre

XxZ—-Z

& una azione di X su Z (come I'azione di uno spazio lineare
di vettori, per traslazione, su uno spazio piatto di punti).
Identitd algebriche quali P'associativitd, la distributivita,
gcc., che possono essere soddisfatte da operazioni algebri-
che, sono espresse da diagrammi commutativi in 7.
Morfismi il cui dominio & uno spazio di funzioni sono chia-
mati funzionali; per esempio, se A & un segmento di retta,
e se E & uno spazio metrico, allora:

EASR

potrebbe essere la misura delle lunghezze dei cammini in
E. Non si sottolineerd mai abbastanza quanto siano impor-
tanti ghi spazi di funzioni e i funzionali per la geometria,
I'analisi, la meccanica, ecc. Specificare Y come un ogget-
to di % significa che i funzionali Y2 — Z godono delle
stesse condizioni che sono state imposte a tutti i morfismi
di X (per esempio, la condizione di essere lisci), mentre la
struttura geometrica di Y2 in 2 & determinata dalle sue fi-
gure, che a loro volta sono determinate dai morfismi
Bx A—Y, senza riferimento allo spazio di funzioni. Per
esempio, una “variazione” & un cammino A — Y% in uno
spazio di funzioni e, se si sa gia come differenziare le fun-
zioni Bx A — R, allora ogni funzionale Y% = R (come il
“tempo di discesa di una sferetta lungo una traiettoria
B—Y in un campo gravitazionale”, ecc.) ha un differen-
ziale ben definito lungo ogni variazione.

Per illustrare I'uso degli spazi di funzioni nella termomec-
canica dei continui, supponiamo che 7 denoti un intervallo
di tempo, € un corpo materiale (per esempio una nuvola)
e .S una porzione convessa dell’ordinario spazio fisico. Al-
lora, un particolare movimento di € in S, di durata T, pud
essere descritto da un morfismo 7'xC — S, che a sua vol-
ta pud essere seguito, poniamo, da un campo di radiazio-
ni S — R sullo spazio, per poter calcolare la radiazione
subita dalle particelle del corpo durante il movimento. Ma
lo stesso movimento pud essere descritto anche dal mor-
fismo T — S¢ che assegna a ciascun istante dell’intervallo
fissato T'la posizione C — S che il corpo occupa nello spa-
zio in quell’istante; c’8, per esempio, il funzionale bari-
centro S¢ — S (indotto da una distribuzione di massa su
C e dalla struttura convessa di S) che pud seguire il movi-
mento al fine di calcolare 7 - S, il movimento del centro
di massa. Peraltro, poiché 7x C = C x T & un isomorfismo
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canonico, un esempio diverso dell’aggiunzione relativa allo
spazio di funzioni (la trasformazione che gli informatici
chiamano “A-conversione”) mostra che lo stesso movimen-
to pud anche esser descritto da un morfismo C — S7, che
associa ad ogni particella di C il suo cammino in S. Questo
morfismo puo essere a sua volta seguito, per esempio, dal-
la derivata newtoniana rispetto al tempo 5wy VT dove v
& lo spazio vettoriale delle traslazioni dello spazio piatto in
cui S & immerso, in modo da ottenere C — V7, quindi
TxC—V einfine T — V<, che descrive I'evoluzione del
campo di velocita su C (per ulteriori sviluppi, si veda [7]).

7 DALL’ALGEBRA ALLA LOGICA

Quando ( )? esiste per ogni B in %, allora % & detta car-
tesiana chiusa. Per ogni categoria piccola A4, la categoria
di funtori & delle strutture #-geometriche & cartesia-
namente chiusa, come pud essere visto calcolando esplici-
tamente ¥? (4) per mezzo del Lemma di Yoneda.

Nel caso particolare in cui la categoria piccola # C % sia
chiusa rispetto ai prodotti cartesiani finiti, essa pud esse-
re usata per analizzare oggetti arbitrari di & in modo op-
posto rispetto alle “figure”, ciod in termini di morfismi
X — B (dove B & in A4) che possono essere indicati come
Junzioni (in senso stretto). I morfismi B — B' agiscono al-
lora come operazioni algebriche su queste funzioni e, in
particolare, le operazioni di tipo Bx B — B possono esse-
re applicate a coppie di funzioni su X, ecc. Sfruttando
I'associativita riferita a:

Reuloy Bap. Boun

otteniamo un funtore:
X ()

che assegna a un arbitrario oggetto X la #-algebra % di
tutte le funzioni su X a valori in A4, strutturata da tutte le
operazioni B di #, e che assegna ad ogni morfismo ¢
I'omomorfismo ¢* di 4#-algebre nella direzione opposta:

(9 = g¢.

In tal modo, quasi ogni categoria pud essere analizzata in
termini di strutture algebriche. # risulta coadeguata in ¥
se questo funtore & pieno e fedele, ciod se un arbitrario -
omomorfismo dall’algebra delle funzioni di Y all’algebra
delle funzioni di X & indotto da un unico morfismo X —»Y



in 7. Lalgebra K delle funzioni sull’oggetto terminale 1 di
% & formata dalle costanti di 4. Spesso 4 contiene una
struttura di semianello (in inglese: “rig”, dove la perdita
della “n” nella parola “ring” sta a significare che non si ri-
chiede I'esistenza di quantita negative):

RxR R 1

costituita da una addizione, una moltiplicazione, zero e
uno, soddisfacenti gli usuali diagrammi di commutativita,
associativita e distributivita; se esiste anche un endomor-
fismo di R che si comporta come una “negazione” per 'ad-
dizione, allora il semianello & detto anello, mentre in altri
casi importanti I'addizione & idempotente, nel senso che
Z + % = x, per ogni Pousinl,

Questa idempotenza & soddisfatta, per esempio, quando R
¢ uno “spazio di Sierpinski” con due soli punti, per cui le
funzioni X — R possono essere considerate come nomi
delle parti “aperte” di X, in modo tale che ogni morfismo
X——¢9Y in % & automaticamente “continuo” nel senso
di questi aperti {vedi il box a pagina 48).

In questa e altre situazioni analoghe, i punti del semianello
R servono come “valori di veritd”, le funzioni su X come
“predicati” e le operazioni algebriche sono spesso chiama-
te “operazioni logiche” (proposizionali); d’altra parte, non
si richiede alcuna restrizione simile su R affinché le funzio-
ni su R determinino “sottosistemi” di X: per ogni punto o
di R, le figure x per cui fx = o costituiscono il sottosistema,
in cui “f & soddisfatto a livello o.”, come si usa, per esem-
pio, nella teoria di Morse. In ogni caso, gli omomorfismi o
sono considerati spesso come operazioni di sostituzione e
possono avere operazioni aggiunte nel caso in cui gli og-
getti di 4 sono categorie interne; tali aggiunti sono quanti-
ficatori “nel senso di Kan” (cio# si applicano a funtori, e
non esclusivamente a predicati). Se 4 consiste invece nel-
l'usuale struttura di anello sui numeri reali, (ciog
R" — R™ & un morfismo in A se e solo se & una m-upla di
polinomi in n indeterminate a coefficienti reali), allora # &
coadeguata in S, o addirittura nella categoria degli spazi
metrizzabili e delle funzioni continue tra essi, purché non
esistano cardinali di Ulam (cosiddetti “misurabili”).

8 [ LA NOZIONE DI SPETTRO COLLEGA
LE DOTTRINE DELL'ALGEBRA GENERALE
E DELLA TEORIA DEI FASCI

Prendendo come % proprio S, esiste allora una coppia di
funtori aggiunti:
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S s (g%

che collegano il topos delle strutture geometriche alla ca-
tegoria opposta a quella delle strutture algebriche, per ogni
data categoria piccola #, che si ottiene dalla immersione
canonica di Yoneda di # in entrambe le categorie di
funtori. Laspetto geometrico di ogni algebra Q & spesso
chiamato spettro di Q: le figure di forma A in spec(Q) sono
proprio gli omomorfismi da Q all’algebra delle funzioni di
A (per esempio, i “punti razionali” di spec(Q) sono gli omo-
morfismi verso I'algebra K delle costanti, X = % (1, R)). La
composizione dei due aggiunti assegna a ciascun X un
“completamento”:

X Fa hnm,q(ﬂx,ﬁ)
munito di un’applicazione naturale per cui:
#(f)=f(x) perogni f in 4%,

Lidea & che ogni omomorfismo 4% — puod essere pen-
sato come la valutazione virtuale su una figura di X; Ia
coadeguatezza (della potenza di calcolo di ) per X signi-
ficherebbe che X & completo, nel senso che ogni figura vir-
tuale messa a disposizione da & realizzata senza ambi-
guitd come % da una vera figura x. Dualmente, ogni Q ha
un morfismo di completamento:

Q—L50 = sPec(Q)

che esprime fino a che punto le quantita limite, che obbe-
discono solo alla richiesta formale di variazione naturale
sullo spettro, possano o no essere gii state dotate di nome
in un sistema originario Q di quantiti. Non sempre & il
caso di richiedere che questi morfismi di completamento
siano degli isomorfismi, perché ci sono importanti spazi
{come lo spazio algebrico proiettivo) che sono pitt compli-
cati delle risorse espressive di una singola #-algebra. Ca-
tegorie geometriche e algebriche, che funzionano in ma-
niera pitl duttile, possono essere definite per mezzo del se-
guente diagramma:

Geom ().

Alg (#)#

Rl

(579

o
w
()
w0
(=)
(=]
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in cui geom(4) & un topos e alg(#) & una categoria algebri-
ca, nel senso che definiremo qui di seguito. Sia i topos che
le categorie algebriche appartengono a una classe pili va-
sta di categorie, che hanno limiti finiti e colimiti filtrati
che commutano reciprocamente, per ragioni di chiusura
cartesiana nel caso dei topos e per ragioni di finitarietd
delle operazioni nel caso algebrico.
Come ogni aggiunzione, quella geometrico-algebrica per-
mette la costruzione di una categoria molto pilt grande,
con oggetti Z' che incorporano internamente i due aspetti;
in questo caso le due descrizioni di un tale oggetto si uni-
ficano in una terza descrizione, ciod ogni “spazio” inco-
gnito £ dovrebbe dar luogo sia a un “insieme inferiore” X
(di figure con forme in ), sia a un “insieme superiore” Q
(di funzioni con valori in »#). Quindi si pud considerare
una categoria £ molto grande, che possiamo chiamare 1
“inviluppo doppio” di », in cui ogni oggetto E & ottenuto
a partire da tre ingredienti: un X “arbitrario”, un Q “arbi-
trario” e la struttura addizionale data da un accoppia-
mento naturale:

X(4)xQ(B)—— (A, B)
che associa in modo compatibile una quantitd/figura con-
creta A— B a ciascuna coppia costituita da una figura e
da una funzione dello “spazio” E in questione. (Nel caso
speciale in cui # sia un insieme parzialmente ordinato,
come quello dei numeri razionali, questa, categoria £ forni-
sce un approfondimento della costruzione di Dedekind dei
numeri reali. Inoltre una figura x in X(4) pud essere vista
come una dimostrazione che A < E e una “funzione” fin
Q(B) come una dimostrazione che F < B, mentre il valore
dif'e x come una prova che A < B in # stessa). Si defini-
scono i morfismi di £ come coppie di trasformazioni natu-
rali opposte (naturali su #* e su # rispettivamente), che
inoltre conservano gli accoppiamenti dati. Questa costru-
zione & stata usata da G. Mackey nella sua tesi del 1945
e in molti testi successivi di analisi funzionale, dove viene
discussa la teoria della dualita per spazi vettoriali topo-
logici. (I risultato basilare della tesi era che, se # 8 la ca-
tegoria formata dagli spazi vettoriali reali di dimensione
Jinita e dalle trasformazioni lineari tra essi, allora la ca-
tegoria £ cosi costruita contiene come sottocategorie
piene la categoria degli spazi di Banach e molte altre; il
succo della questione & che i funzionali lineari continui
possono sostituire le funzioni caratteristiche degli aperti
nello specificare quali trasformazioni lineari sono conti-
nue).
La dottrina dell’algebra generale considera ogni categoria
# con prodotti finiti come un possibile generale astratto il
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cui corrispondente generale concreto & la sottocategoria
piena:

alg(#) - 57
costituita dai funtori Q che conservano i prodotti finiti, nel
senso che valgono:

Q(Br x Bo)——Q(B1)xQ(B,) e Q(1)— 1.

Nel caso in cui gli oggetti di # siano semplicemente le po-
tenze finite di un singolo oggetto R, si dice che »# & una teo-
ria algebrica a una sola sorta (per esempio, le teorie alge-
briche dei gruppi, semianelli, reticoli, algebre di Lie, ecc.
bossono essere presentate prendendo la categoria opposta
a quella delle algebre Iibere finitamente generate).

Tutte quante le categorie algebriche alg(+#) soddisfano pro-
prieta di esattezza, che collegano le congruenze con le su-
riezioni omomorfe (com’® ben noto nella categoria dei
gruppi e in quella degli anelli) e in particolare possiedono
una fattorizzazione attraverso 1 ‘immagine di ogni omo-
morfismo in un omomorfismo suriettivo seguito da uno
iniettivo, che & molto stabile,

Ogni categoria algebrica alg(#) soddisfa anche una forma
forte del teorema degli zeri di Hilbert (“Nullstellensatz”)
che & stata dimostrata da Garrett Birkhoff negli anni "30.
Benché la validita generale di questo “Nullstellensatz” sia
equivalente al Lemma di Zorn, in casi concreti di algebre
Q finitamente generate, essa conduce a un’analisi detta-
gliata di spec(Q) in termini di figure “sottodirettamente ir-
riducibili” che generalizzano le algebre “semplici”, in mo-
do che tali- figure meritano ancora di essere considerate
come “punti™ generalizzati e, cid nonostante, sono suffi-
cienti a fornire almeno una rappresentazione fedele di Q
nel suo “completamento di Birkhoff”.

Una dottrina assicura non solo i mezzi per concretizzare i
suoi generali astratti, ma anche i mezzi per confrontarli tra
loro; nel caso dell’algebra generale, i funtori che conserva-
no i prodotti # —(D——-n's’ sono le interpretazioni naturali
di una teoria algebrica in un’altra. Tali interpretazioni pos-
sono anche essere presentate sintatticamente (quando # e
& sono presentate con simbali di operazioni e con assiomi
equazionali). Le sostituzioni semantiche associate &* han-
no sempre aggiunti sinistri @,

alg (4 alg (8)

o,

che estendono ®+. Molte costruzioni algebriche fondamen-
tali, come quella delle algebre inviluppanti di algebre di Lie



o di gruppi, quella dell’estensione degli scalari, ecc., Sono
esempi di “quantificatori” di questo tipo, lungo interpreta-
zioni @. E facile rendersi conto che, per ogni X in 5% il
corrispondente sistema # 7 di funzioni a valori in ¢ si tro-
va, di fatto in alg(-9) C 5.

La dottrina della teoria dei fasci concretizza una qualsia-
si categoria asiratta - munita di una topologia di Grothen-
dieck, come la categoria:

sh(4) C s#*

di quei funtori X che soddisfano la seguente condizione di
fascio. Data una copertura 2 di A e dato un morfismo na-
turale % — X, esiste un’unica figura x di forma A la cui
restrizione a 7 & il morfismo naturale dato. Qui, per coper-
tura s'intende un sottofuntore 24C) C 4(C, A), cioé chiuso
rispetto alla composizione con ogni C'— C; e una topo-
logia di Grothendieck specifica quali di questi % debbono
essere considerati coperture.

La dottrina in questione richiede che, se % & una copertura
didese B—% 54 sun qualsiasi morfismo di 4, allora
o*?, che per definizione consiste di tutti i C~LB per
cui ob & in 7, & una copertura di B. Questa condizione im-
plica che sh(-#) & sempre un topos. La pitt forte topologia di
Grothendieck su »#, per cui spec(Q) risulti essere un fascio
per ogni Q in S¥, & la topologia canonica su A (si puod mo-
strare che essa ha come ricoprimenti di A solo quelle fami-
glie epimorfe di morfismi di » che sono “universalmente
effettive” su A). Se con geom(-4) = sh(#) denotiamo il topos
dei fasci per la nozione canonica di copertura, allora la
restrizione dell’aggiunzione “algebra delle funzioni/spetiro
delle figure” analizza almeno 4, ma normalmente anche
una ben pili ampia categoria & di oggetti opportuni. Seb-
bene non ogni oggetto X in geom(4) sia determinato da
una singola algebra, esso risulta tuttavia un amalgama
{colimite) di quelli che sono cosi determinati, proprio come
uno spazio proiettivo & I'unione di pochi spazi affini.

I topos, come geom(4) appena descritto, sono sempre ca-
tegorie cartesiane chiuse e inoltre possiedono un oggetto
semianello Q (di fatto un reticolo distributivo con ulteriori
proprieta), caratterizzato dalla seguente proprietd: per
ogni oggetto X, qualsiasi sottosistema di X che sia rappre-
sentabile da un singolo morfismo iniettivo 5§ — X & deter-
minato da un’unica funzione X _f_ag nella categoria.
Non solo la moltiplicazione (o congiunzione) Qx 0" 50
& determinata univocamente da questa proprietd (la quale
identifica il sottosistema che consiste solo di < 1, 1>), ma
& utile anche per definire il sottosistema Q, di Qx Q che
corrisponde alla relazione di inclusione tra sottosistemi di
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ogni X e rende Q un oggetto categoria. Q, & a sua volta de-
terminato da una unica operazione QxQ—=3Q di im-
plicazione, il che a sua volta significa che la collezione
Sub(X) dei sottosistemi rappresentabili di ogni X dato ha la
struttura di una algebra di Heyting: infatti, perogniS, T, U
in Sub(X):

SANTCU seesoloseTC(S=U).

Le algebre di funzioni a valori in Q possono essere inter-
nalizzate usando la chiusura cartesiana.

Per ogni X J—-)Y, I'omomorfismo indotto ¢* ha un ag-
giunto sinistro ¢[ ] e un aggiunto destro 0,

oL 1

¢*
e,

————

QX (924

poiché ciascuno di essi corrisponde a un ben definito
sottosistema di Q¥x Y.

Questi aggiunti sono chiamati, rispettivamente, quantifica-
zione esistenziale (o immagine) lungo ¢ e quantificazione
universale lungo ¢. Nel caso in cui ¢ = A° & un morfismo
X=A"547=Y mdotto da una trasformazione
Fomy ] i “variabili”, allora ¢.(S)(y) significa “per tutti
gli » tali che y = x0, S(x)”, mentre il fatto che Yy sia nell'im-
magine ¢[S] significa che “localmente” esistono degli x in
S per cui ¥ = xo. In questo contesto, “localmente” si riferi-
sce al fatto che, se B & la forma della figura y, la effettiva
esistenza delle figure x si pud avere solo su un ricopri-
mento di B.

Questo comportamento locale dell“esistenza” in un topos
riflette I'esperienza consolidata sia in analisi complessa
(dove una funzione y “ha” un logaritmo complesso x, ma
solo localmente), sia nella logica formale (dove, per esem-
plificare una affermazione esistenziale dimostrata, & a vol-
te necessario introdurre pilt parametri). I quantificatori,
come classicamente intesi, corrispondono alle proiezioni
¢=A° indotte dall’inclusione J—2—57, dove J si ottiene da
I omettendo un elemento, ma anche la diagonale A° da A
a A% indotta dall'unico morfismo 2 —1 & interessante: la
quantificazione esistenziale lungo questo morfismo, appli-
cata al predicato identicamente vero su A (= sottosistema,
totale) fornisce il predicato di uguaglianza su A come una
funzione AxA—-Q.

Questo a sua volta permette ulteriori costruzioni, come
mono(4, B) — B4 Io spazio i cui punti “sono” i morfismi i-
niettivi da A a B. 1l funtore definito da P(X) = O, Plg)=011

47
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Un topos € una categoria che possiede le
due seguenti proprieta: & cartesiana chiu-
sa e ha un oggetto “valori di verit3” Q.
Cioé, si hanno internamente a disposizio-
ne sia spazi di funzioni (detti anche espo-
nenziali) Y*, muniti degli associati mor-
fismi di valutazione, sia morfismi caratte-
ristici X — Q, corrispondenti alla totalita
dei sottosistemi rappresentabili di un
qualunque oggetto X, il che conduce a
particolari oggetti potenza Q che si con-
formano alla logica di Heyting. Un topos
di Grothendieck & definibile come un to-
pos che: 1) & appropriatamente correlato
(mediante un tipo opportuno di funtori) a
un topos S di insiemi astratti (ciog, a un
topos che possiede un oggetto “numeri”
naturali, & tale che gli epimorfismi si spez-
zano e ha esattamente due valori di veri-
ta); 2) contiene una sottocategoria ade-
guata, abbastanza piccola da poter esse-
re parametrizzata da un oggetto di S,

Si dimostra che tutte le categorie di

funtori %, ove »# & una categoria picco-
a, sono topos di Grothendieck nel senso
ora indicato. Pl in generale, alcune sotto-
categorie di tali categorie di funtori sono
anch’esse topos; si tratta delle categorie
di “fasci” su »#, relativamente a un’asse-
gnata “topologia di Grothendieck”, che
(come & spiegato nella sezione 8) specifi-
ca quali sottofuntori (dei funtori rappre-
sentabili che corrispondono aglioggetti A
in 4) vanno considerati come “copertu-
re”. (Un’ampia trattazione delle categorie
di fasci & fornita in [11]).

Per esempio, se # = 2*, ove 2& I'insieme
ordinato dei razionali, si possono pensare
gli oggetti X di S2 come sistemi dinamici
non-autonomi; in tal caso, l'insieme X é
formato dagli stati possibili al tempo razio-
nale ¢ e la determinazione dinamica
Xt — Xs & funtorialmente associata a cia-
Scuna coppia t < s di tempi razionali. Il
funtore rappresentato da t consiste in tut-
ti gli s tali che ¢ < s; specificando che il suo

sottofuntore U, che consiste in tutti glis
tali che t < s, & una copertura di ¢, si ottie-
ne una topologia di Grothendieck davvero
modesta, che da un’unica copertura non
banale di ogni oggetto di . | fasci per
questa topologia di Grothendieck sono
quei sistemi dinamici X nei quali ogni “fu-
turo” ha un’unica causa nel senso seguen-
te: se € dato uno stato x_in X_ per ogni ar-
bitrario s < ¢, in modo da formare una fami-
glia compatibile relativamente alle transi-
zioni Xs — X, per ogni t<s<r, allora esiste
un unico stato x in X, che si evolve in tutti i
dati x. La categoria 2 di siffatti sistemi dj-
namici & un topos, il cui oggetto “valori di
verita” & costituito dai numeri reali con
laggiunta di eo; il valore di verita di una
proposizione interna & I’istante di tempo in
cui essa diventa vera (restando tale da al-
lora in poi). Questa & in effetti una costru-
zione dei reali alla Dedekind, che rivela
come ciascuno di essi sia un’astrazione di
un sistema dinamico.

e

& chiamato funtore insieme potenza interno; i punti di A
parametrizzano i sotto-oggetti di X, Anche per 4 molto pic-
cole, le categorie geom(s#) conterranno le nozioni “corrette”
di morfismo fra spazi di dimensione superiore (e infinita).
Per esempio, »# potrebbe essere costituita proprio dagli
endomorfismi lisci della retta, con la struttura di catego-
ria data dalla composizione usuale o “sostituzione”: la ca-
tegoria geom(»#) che ne risulta include adeguatamente
tutte le varieta lisce, gli spazi di distribuzioni, ecc. Se in-
vece si prende per A4 la categoria delle funzioni continue
nel senso usuale tra sottoinsiemi chiusi della retta reale,
la categoria geom(#) che ne risulta basta per tutte le ap-
plicazioni usuali della topologia geometrica e dell’analisi
funzionale.

9 ' LA GEOMETRIA RICHIEDE ESTENSIONI
DELLA LOGICA

Le grandi potenziality dei topos per I'algebra e la geome-
tria erano gid chiare nei primi anni *60 a A. Grothendieck
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e ai suoi allievi. 11 fatto che la maggior parte della teoria se-
gua da pochi assiomi interni & stato discusso nel 1969 a
Roma e nel 1970 al Congresso Internazionale di Nizza; dal
lavoro di W. Lawvere, M. Tierney e C. Mikkelsen & emerso
che di fatto bastano i soli due assiomi di chiusura carte-
siana e di esistenza del “classificatore di sottoggetti” Q.
Questi sviluppi hanno prodotto almeno una dozzina di libri
(per esempio [11]), che per lo pit accentuano il ruolo del-
la teoria dei topos come logica intuizionista di ordine supe-
riore.

In matematica, poiché praticamente ogni costruzione di
analisi geometrica, di combinatoria ecc., puo essere “tra-
sportata” dal topos degli insiemi astratti ad altri topos.e
poiché esistono topos che modellano praticamente ogni
tipo di coesione e di variabilita, degli “insiemi”, si ha un in-
tero corpo di risposte parziali a questioni quali “fino a che
punto questo o quel risultato classico & stabile rispetto a
una variazione continua di parametri addizionali?”.
Contemporaneamente si ha una possibilita sistematica di
semplificare enunciati, relegando lo sfondo nello sfondo,
invece di trasportare ufficialmente la sua costruzione come



un bagaglio in ogni discussione. Per
esempio, "“usuale” teoria dei gruppi
fatta sutlo sfondo di un topos liscio di-
venta la teoria di Lie e I'“usuale” alge-
bra lineare fatta sullo sfondo di un
topos bornologico diventa I'analisi
funzionale.

In un topos liscio ogni oggetto ha figu-
re infinitesimali, in modo che ogni
morfismo ha un morfismo “derivato”
nel senso del calcolo differenziale
[121. Un topos bornologico & un topos
di Grothendieck, formato dai fasci sul
sito che & la categoria di tutti gli insie-
mi numerabili, ove una copertura &
semplicemente data da un’unione
disgiunta finita. Tutti gli insiemi nu-
merabili infiniti sono isomorfi e quin-
di & sufficiente considerare figure di
un solo tipo, che possiamo chiamare
“successioni imitate”. Cosl, in un to-
pos bornologico ogni oggetto & costi-
tuito dalle sue figure, che sono suc-
cessioni limitate, e ogni morfismo
conserva le successioni limitate. In
altre parole, un oggetto bornologico
non & altro che un’azione destra del
monoide formato dalle endofunzioni
arbitrarie dell'insieme N di indici per
le successioni, soggetta alla sola con-
dizione che, se prendiamo una par-

tizione di N in un numero finito di .

celle, ¢’& un unico elemento, una suc-
cessione limitata globalmente defini-
ta, che si resiringe a una data succes-
sione limitata su ciascuna cella della
partizione.

Affermare che in un topos liscio la
teoria dei gruppi non & altro che la te-
oria di Lie e che I'“usuale” algebra li-
neare diventa, in un topos borno-
logico, 'analisi funzionale, puo appa-

1

INSIEME VARIABILI E 18

Intorno al 1960, A. Grothendieck riuni sotto la denominazione di “topos” due tipi di situazioni che
emergevano ricorrentemente in geometria algebrica e in topologia algebrica.

1)

2)

Fissato un particolare spazio, una qualsiasi famiglia di strutture algebriche parametrizzate in
modo liscio dallo spazio (come quando si definisce un fibrato vettoriale) pud esser vista come
una singola struttura algebrica nella categoria degli insiemi variabili sullo spazio dato. Una tale
categoria di insiemi variabili concretizza il modo in cui lo spazio pud agire in rapporto alla
parametrizzazione ed & anche possibile pensare una tale categoria come equivalente allo stesso
spazio, soprattutto in considerazione del fatto che gli opportuni funtori tra categorie di insiemi
variabili su spazi risultano essere equivalenti a funzioni continue tra gli spazi soggiacenti. Que-
sta concezione, di cid che uno spazio &, si presta a essere proficuamente generalizzata al di la
della classica cornice di Hausdorff, basata su sottospazi aperti, perché si trova di fronte ad al-
meno due specie di situazioni pili generali che fanno riferimento a insiemi variabili su un “gene-
rale astratto” di tipo spazio; la prima di esse riguarda uno spazio munito di un’azione di grup-
po, la quale a sua volta partecipa della variazione (& una situazione che s’incontra sia in
topologia algebrica che nella teoria ergodica); la seconda riguarda le superfici di Riemann in
geometria algebrica, ove la mancanza di un teorema della funzione implicita impedisce di ridurle
allo studio delle parti dello stesso spazio base (e questo fatto portd Grothendieck a sostituire
le parti aperte con morfismi “étale”).
Lo studio di molti spazi e delle loro relazioni in uno stesso ambito conduce a vederli come insie-
mi coesivi (e forse & proprio questo che Cantor intendeva con “Mengen”), i quali si possono
classificare in diverse categorie di coesione, a seconda che questa sia di tipo misurabile, conti-
nuo, bornologico, differenziabile, olomorfo, algebrico e combinatorio. Per esempio, tanto il
“gros Zariski topos” di Grothendieck quanto 'ampiamente utilizzata categoria degli insiemi
simpliciali sono specifiche determinazioni di situazioni, come quelle su indicate, in cui si met-
te in rilievo una certa modalita di coesione degli insiemi. Elaborando il progetto teso a sempli-
ficare la teoria di Grothendieck, in vista del suo impiego nella dinamica differenziale dei conti-
nui, chi scrive si accorse a meta degli anni *60 che la suddetta teoria si poteva applicare anche
alla teoria dei modelli per la logica intuizionistica e alla stessa teoria pura degli insiemi. Gli in-
siemi astratti (o “Kardinalen”, nella terminologia di Cantor, oggi poco seguita) dovrebbero es-
sere pensati come quelli con coesione o variazione nulla; mentre quest’idea non pud mai essere
pienamente assiomatizzata, formulazioni parziali di essa, in ordine di potenza crescente, sono:
a) esistono abbastanza figure, il cui dominio risulta essere un sottoggetto di 1), per distinguere
i morfismi tra due oggetti qualunque e questi oggetti subterminali formano un’algebra di
Boole;
b) ogni epimorfismo ha una sezione (condizione nota anche come Assioma di Scelta);
¢ llpotesi generalizzata del continuo.

Anche se ¢ = b = a (come & stato dimostrato, rispettivamente, da K. Godel e da R. Diaconescu),
queste implicazioni non possono essere invertite, come emerge dai risultati di M. Tierney, M. Bunge
e P. Freyd, che hanno portato a una riformulazione piti semplice delle famose “dimostrazioni di in-
dipendenza” iniziate da P. Cohen negli anni ’60.

rire assurdo rispetto alla teoria classica degli insiemi. Tut-
tavia queste affermazioni hanno gid un’utilita ben consoli-
data e la feconditd di questa nuova linea di ricerca cresce
via via che, attraverso 'analisi, si scoprono assiomi che de-
scrivono nitidamente gli aspetti essenziali in base ai quali
un topos liscio o bornologico si distingue dal topos degli in-
siemi astratti.
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Sorprendentemente, questi assiomi matematici hanno
spesso un carattere “logico”, anche se esso va oltre la logi-
ca tradizionale. Per esempio, lo spazio Q dei valori di ve-
rita pud essere connesso (ma I'assioma di scelta lo forze-
rebbe a essere booleano, come ha mostrato R. Diaco-
nescu). Per ogni oggetto X in un topos arbitrario esiste una
nozione intrinseca di “sottoinsieme aperto”, scoperta da
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J. Penon e usata per chiarire Ia versione liscia del teorema
della funzione implicita; questa stessa nozione & stata suc-
cessivamente usata da O. Bruno, M. Bunge, E. Dubuc e F.
Gago per chiarire la teoria delle equazioni differenziali e la
classificazione delle singolaritd. Ci sono oggetti D il cui
funtore spazio-delle-funzioni ( )° ha un ulteriore aggiunto
destro ( )2, ciod una regola di trasformazione:

) o
Y - Rl/D

che permette di riesprimere i funzionali (per esempio, le
Lagrangiane) come funzioni a valori in “nuovi” oggetti, che
sono presenti nel topos; questi sono, in particolare, rappre-
sentanti infinitesimali per fibrati di getti e per forme diffe-
renziali. Proprio servendosi di questo tipo di D, C. Minguez
ha calcolato i prodotti di forme e I. Moerdijk e G. Reyes
hanno dimostrato il teorema di de Rham. Piu in generale,
(per relativizzazione, via il morfismo D — 1), un “quanti-
ficatore universale”, nel senso di un aggiunto destro ¢,, a
un funtore sostituzione ¢* indotto da un morfismo @, pud
possedere un ulteriore aggiunto destro ¢' in casi molto
speciali.

Emersa fin dagli anni *50 come un linguaggio unificante,
indispensabile per la geometria algebrica e la topologia
algebrica, la teoria delle categorie & diventata, nelle mani
di Grothendieck e di altri, anche un potente strumento per
dimostrare teoremi. Le notevoli semplificazioni prodotte
dalle ricerche degli ultimi decenni, unitamente alle sempre
pill insistenti necessitd della, pedagogia (si veda [6]) e del-
I'informatica, rendono 0ggi non solo possibile ma necessa-
rio il suo apprendimento. La persistente analisi di proble-
mi matematici produce descrizioni particolarmente incisi-
ve a livello di categorie concrete, che integrano e approfon-
discono le descrizioni tradizionali delle strutture matema-
tiche che erano spesso a livello di generale astratto. Ogni
successo in questa direzione segna un passo avanti verso
lo scopo di formulare una teoria. generale, il cui potere
espressivo si avvicini al discorso filosofico e scientifico nel
suo complesso, ma al contempo una teoria, che sia anche
radicata negli sviluppi pilt recenti della matematica e si
fondi su una precisione che pud essere (a seconda delle
necessita) tranquillamente relegata nello sfondo o sguinza-
gliata alla ricerca di un’analisi ancor pitt approfondita.

Quest’articolo non avrebbe assunto la sua attuale for-
ma senza lassistenza di due amici, la cui profonda
conoscenza della materia é stata di grande aiuto nel
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chiarirne il contenuto. Lesperta opera di traduzione
di Aurelio Carboni ha suggerito di inserire numerosi
chiarimenti. Linsistenza sistematica di Alberto Pe-
ruzzi sull’opportunite di pid ampie spiegazioni e di
Jormulazioni pit nitide, sulla base delle sue personali
intuizioni, ha portato a tanti miglioramenti che qui
non ¢ possibile elencare. Sono immensamente grato a
enirambi questi studiosi, Qualungue oscurita possa
sussistere ¢ da ascrivere soltanto a me.
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